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Résumé : 
 
Un critère de fatigue multiaxial permettant de prendre en compte les distributions de tailles, 
d’orientations et de positions de défauts ainsi que l’hétérogénéité des contraintes est proposé. Il est 
construit à partir d’une énergie élastique de cisaillement critique calculée en pointe de fissure à l’aide 
des champs de la mécanique linéaire de la rupture. La contrainte T est introduite de manière à prendre 
en compte l’effet de la taille du défaut sur la limite d’endurance mis en évidence par Kitagawa et 
Takahashi (1976). 
Afin de représenter la dispersion observée expérimentalement sur les essais de fatigue, on va prendre en 
compte l’hétérogénéité du matériau via la probabilité de présence des défauts et la dispersion des 
contraintes locales (due à l’anisotropie élastique du polycristal) . Le cumul probabiliste est réalisé sous 
couvert de l’hypothèse du maillon le plus faible.  
 
Abstract : 
 
A multiaxial fatigue criterion considering the effect of defects orientations and positions, as well as the 
stress heterogeneity is proposed. The criterion is based on a critical distortional elastic energy in the 
crack tip region calculated using linear elastic fracture mechanics. The T-stress is added to account for 
the size effect exhibited by Kitagawa and Takahashi (1976).  
So as to represent the experimental dispersion observed during fatigue tests, the material heterogeneity 
will be accounted for through the probability of presence of defects and the local stress dispersion (due to 
elastic anisotropy). The cumulus of probability is made in the framework of the weakest-link theory.  
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1 Introduction 
 
Les travaux de Kitagawa et Takahashi (1976) ont mis en évidence l’influence de la taille 
des défauts sur la limite d’endurance d’un matériau. Selon la taille des défauts, deux domaines 
sont distingués. Pour les grands défauts, les critères basés sur la mécanique linéaire de la rupture 
s’appliquent, mais en dessous d’une taille de défaut critique, ils surestiment fortement la limite 
d’endurance. Pour les petits défauts, on constate effectivement que la limite de fatigue devient 
indépendante de la taille de défaut, et on utilisera préférentiellement des modèles en contrainte. 
Cet effet de taille a depuis été confirmé pour divers matériaux métalliques (McEvily 2005, 
Billaudeau 2004, Nadot 2006…). Cependant, certains matériaux présentent une population de 
défauts s’étendant continûment sur les deux domaines. Pour ces matériaux, il est donc 
nécessaire de proposer un critère de fatigue unifié, c'est-à-dire qui permette de prévoir le risque 
de rupture pour des distributions de défauts s’étendant continûment sur les deux domaines. 
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L’approche proposée ici consiste à établir, non pas un critère d’amorçage de fissures, mais 
un critère de non-propagation de défauts supposés pré-exister dans la matière, ces défauts étant 
assimilés à des fissures. Diverses géométries peuvent être considérées selon la position des 
défauts dans la pièce. L’hypothèse principale retenue est que la fissure se propage par fatigue si 
la déformation plastique cyclique à son extrémité est suffisante. On construit alors le critère à 
partir d’une amplitude critique d’énergie élastique de cisaillement, calculée dans la région en 
pointe de fissure à partir des champs de la mécanique linéaire de la rupture, en tenant compte de 
la contrainte T – premier terme non-singulier du développement asymptotique des contraintes à 
l’extrémité de la fissure.  
Ce critère permet alors de déterminer le domaine de non-propagation d’un défaut en 
fonction de sa taille et du chargement appliqué. Connaissant la distribution de taille de défauts 
dans un matériau, on peut en déduire la probabilité de rupture d’un élément de volume du 
matériau considéré. 
Lorsque les défauts sont petits (Kitagawa 1976), la limite de fatigue devient indépendante 
de leur taille. Pourtant, une dispersion des durées de vie en fatigue est observée. En effet, 
lorsque la dimension des défauts devient comparable à l’échelle de la microstructure, il faut 
également prendre en compte l’hétérogénéité des contraintes et des déformations à cette échelle 
(Barbe 2001, Pommier 2001…). Ainsi, la probabilité qu’un défaut intersecte un grain fortement 
contraint doit également être considérée pour le calcul du risque de rupture. Pour cela, des 
calculs par éléments finis d’agrégats polycristallins 2D et 3D ont été réalisés afin d’établir la 
distribution des contraintes à l’échelle des grains, aussi bien en surface qu’en volume dans les 
matériaux considérés dans cette étude (superalliages à base de nickel, alliages de titane).  
 
2 Mise en œuvre et identification du critère 
 
Le matériau est supposé contenir des défauts pré-existants à la sollicitation de fatigue et 
ces défauts sont assimilés à des fissures. On suppose que ces fissures ne se propagent qu’en 
présence de déformation plastique cyclique en pointe de fissure. Le critère proposé est alors un 
critère de non-propagation de fissure basé sur un « domaine d’élasticité » du milieu fissuré. 
De façon analogue au critère de Von Mises, il semble raisonnable d’utiliser un critère en 
énergie élastique de cisaillement pour estimer le seuil de plasticité de la région en pointe de 
fissure. Pour cela, on s’appuie sur l’expression analytique établie par Westergaard pour les 
champs de la mécanique linéaire de la rupture. Ces champs résultent d’un développement 
asymptotique en (r/a), où r est la distance à l’extrémité de la fissure et a la dimension de cette 
fissure. De façon à pouvoir étendre le critère aux petits défauts, on prend également en compte 
la contrainte T, premier terme non-singulier du développement asymptotique. L’expression 
analytique de cette contrainte T est en général connue pour les géométries de fissures les plus 
courantes (Wang 2004) et dépend de la biaxialité du chargement. 
Avec ces hypothèses, la densité d’énergie élastique de cisaillement peut être calculée en 
chaque point puis intégrée sur un domaine de rayon δ autour de l’extrémité de la fissure. 
L’énergie élastique de cisaillement U est ainsi fonction des facteurs d’intensité des contraintes 
KI et KII et de la contrainte T qui caractérisent le chargement et par ailleurs du rayon du 
domaine d’intégration δ et des constantes d’élasticité du matériau qui sont considérés comme 
des paramètres du critère. Le critère s’exprime alors comme suit : tant que l’amplitude de 
l’énergie élastique de cisaillement ( )TKKU III ,,  reste inférieure à une valeur critique 
(dernier paramètre du critère), le défaut ne se propagera pas par fatigue.  
On suppose (toujours par analogie avec le critère de Von Mises) que l’amplitude de 
l’énergie élastique de cisaillement au seuil de plasticité en mode mixte est égale à celle obtenue 
en mode I pur. L’énergie élastique de cisaillement critique s’écrit alors ( )0,0,SIKU , KIS étant 
le seuil de non-propagation des fissures en mode I.  
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Avec ces hypothèses, quelques développements mathématiques permettent d’aboutir à 
l’expression suivante pour le critère de non-propagation, pour un chargement radial entre zéro et 
(KI ,KII ,T) : 
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où les termes fν, KIIS et TS – introduits pour simplifier l’écriture du critère – sont définis par 
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Le critère de non-propagation proposé est une fonction des facteurs d’intensité des 
contraintes en mode I et mode II et de la contrainte T en chaque point du front de fissure sous 
l’hypothèse de déformation plane le long du front de fissure. 
Si l’on suppose que le coefficient de Poisson ν ainsi que KIS sont connus, fν et KIIS sont 
alors également connus (cf. équations 2 et 3). Le seul paramètre restant à identifier est donc le 
rayon δ du domaine d’intégration de l’énergie élastique de cisaillement. Ce paramètre intervient 
dans l’expression de la contrainte T seuil, notée Ts (cf. équation 4). Comme la contrainte T 
dépend de la biaxialité du chargement, la valeur de Ts permet de régler la dépendance du seuil 
de non-propagation à la biaxialité du chargement. Aussi choisit-on d’identifier δ pour un 
chargement biaxial, de manière à ce que la sensibilité de la limite de fatigue à la biaxialité du 
chargement prévue à l’aide de ce critère de non-propagation soit la même que celle prévue par 
le critère d’endurance de Dang Van (1973) (cf. Figure 1.b).  
Par ailleurs, pour un chargement de traction, on vérifie que l’on reproduit bien l’effet de la 
taille de défaut sur la limite d’endurance (cf. Figure 1.a) (Thieulot-Laure 2007). 
 
      
FIG. 1 – Seuil de non-propagation prévu par le critère (Thieulot-Laure 2007) (a) pour un 
chargement uniaxial de mode I, comparaison avec la mécanique linéaire de la rupture (MLR), 
(b) pour un chargement biaxial de composantes σ1 et σ2, comparaison avec le critère de Dang 
Van 
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3 Approche probabiliste 
 
On souhaite calculer la probabilité de rupture d’une structure soumise à un chargement 
donné. A cette fin, on se place dans le cadre de l’hypothèse du maillon le plus faible : la rupture 
de la structure aura lieu dès lors qu’il y a rupture d’un élément de volume qui la compose, les 
éléments de volume étant supposés indépendants. 
On doit donc caractériser la probabilité de rupture d’un élément de volume. Le critère de 
rupture adopté est l’activation d’un défaut dans l’élément de volume. L’activation d’un défaut 
est modélisée de façon probabiliste en intégrant dans un premier temps la probabilité de 
présence de défauts dans le critère de non-propagation proposé et dans un second temps, la 
distribution des contraintes à l’échelle de la microstructure autour de sa valeur moyenne. 
 
3.1  Prise en compte de la probabilité de présence de défauts dans le matériau 
 
La population de défauts d’un matériau est caractérisée par sa courbe de propreté, c'est-à-
dire la courbe permettant d’établir la probabilité de présence d’un défaut de taille supérieure ou 
égale à une taille donnée. On choisit de modéliser la distribution de taille de défaut par une loi 
normale. 
Les défauts, modélisés, ici, par des fissures circulaires, sont supposés aléatoirement 
orientés. Le critère de non-propagation défini par l’équation 1 permet de calculer la contrainte 
seuil de « non-propagation » correspondant à chaque taille et chaque orientation de défaut. La 
distribution de tailles de défauts permet alors de calculer la probabilité de survie pour chaque 
direction et chaque taille de défaut. On en déduit donc une probabilité de rupture pour chaque 
niveau de contrainte et correspondant à chaque direction. Le cumul de toutes les directions est 
réalisé sous couvert de l’hypothèse du maillon le plus faible.  
 
 (1)  (2) 
FIG. 2 – Densité de probabilité de contrainte à rupture pour un chargement de traction uniaxiale 
pour des distributions de défauts de moyennes respectives 1µm et 1mm de même écart-type 
relatif (1/10ème de la moyenne) 
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On illustre le processus décrit ci-dessus pour le cas particulier d’un chargement de traction. 
On constate (cf figure 2) que la dispersion de la contrainte dépend d’une part de la dispersion de 
la distribution de tailles de défaut, et d’autre part, à travers le critère de non propagation, de la 
taille moyenne de défaut. Si la distribution de taille de défaut se situe dans le domaine où le 
critère est peu sensible à la taille de défaut, il n’y aura pas de dispersion des contraintes à 
rupture. On observe l’effet inverse si la distribution de tailles de défaut se situe dans le domaine 
des grandes fissures. 
 
3.2  Prise en compte de l’hétérogénéité des contraintes locales 
 
La distribution de taille et de présence des défauts ne suffit pas toujours à caractériser la 
dispersion des durées de vie obtenue expérimentalement. Il faut prendre en compte une échelle 
supplémentaire. Les grains d’un polycristal n’ayant pas tous la même orientation, leur réponse à 
un chargement diffère, même si l’on reste dans le domaine élastique. On constate une 
hétérogénéité des contraintes et des déformations locales à l’échelle de la microstructure (Barbe 
et al. 2001, Pommier 2001). 
Afin de caractériser la dispersion locale des contraintes on effectue des calculs par 
éléments finis d’agrégats polycristallins 2D et 3D, dans les matériaux considérés dans cette 
étude (superalliages à base de nickel, alliages de titane). Pommier (2001) a mis en évidence 
l’allure gaussienne de la dispersion des contraintes par des calculs éléments finis sur une plaque 
dont la microstructure, représentée par des grains hexagonaux, était maillée. Des calculs 
analogues ont été effectués sur des microstructures aléatoires 2D et 3D, afin de caractériser 
l’hétérogénéité des contraintes sur une microstructure plus réaliste. La construction de la 
microstructure est basée sur la décomposition de Voronoï. A partir d’un jeu de points initial, en 
considérant les voisins les plus proches de chaque nœud et en divisant par deux la distance entre 
ces nœuds, on peut former des polygones. Si les points initiaux sont aléatoirement distribués, les 
polygones seront irréguliers. Ils constitueront les grains de notre microstructure. Les grains sont 
ensuite maillés par des éléments tétraédriques linéaires. On affecte la même orientation à tous 
les éléments d’un même grain. Les orientations de chaque grain sont aléatoires à l’exception 
d’un grain situé au centre de la structure dont l’orientation est fixée. 
 
 
FIG. 3 – Agrégat polycristallin 2D 
 
La structure est soumise à un chargement de traction. On effectue 100 calculs, l’orientation 
des grains étant à chaque fois regénérée aléatoirement. On constate que la dispersion de la 
contrainte principale dans le grain d’orientation fixée suit une loi normale. 
Suite à ce calcul éléments finis, l’état de contrainte dans la pièce est défini par son état de 
contrainte macroscopique auquel on ajoute une dispersion (liée à l’hétérogénéité des contraintes 
locales). Si la taille de défaut est grande devant la taille des grains, l’effet d’hétérogénéité des 
contraintes est moyenné, en revanche si la taille de défaut est comparable à la taille de grain, la 
dispersion des contraintes à l’échelle locale intervient à travers son effet sur la valeur maximale 
de K le long du front de la fissure.  
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4 Conclusions 
 
Un critère de fatigue multiaxial permettant de prendre en compte les distributions de 
tailles, d’orientations et de positions de défauts est proposé. Il est construit à partir d’une énergie 
élastique de cisaillement critique calculée à l’aide des champs de la mécanique linéaire de la 
rupture. Le premier terme non-singulier du développement asymptotique de la mécanique 
linéaire de la rupture – i.e. la contrainte T – est introduit de manière à reproduire l’effet de taille 
de défaut sur la limite d’endurance mis en évidence par Kitagawa et Takahashi (1976). 
Une fois le critère identifié, on peut tracer la contrainte seuil de non-propagation en 
fonction de la taille de défaut pour un chargement de traction uniaxiale. On reproduit alors très 
nettement l’effet de taille de Kitagawa et Takahashi (1976). De plus, quelque soit le chargement 
appliqué, on peut déterminer le domaine de non-propagation d’un défaut en fonction de sa taille. 
La probabilité de rupture de la structure considérée peut alors être calculée à partir de la 
distribution de taille de défauts dans le matériau, sous couvert de l’hypothèse du maillon le plus 
faible. Par ailleurs, afin de prendre en compte la dispersion observée même pour les petits 
défauts, on intègre la dispersion des contraintes locales au calcul de risque de rupture. Des 
calculs éléments finis d’agrégats polycristallins ont mis en évidence l’allure gaussienne de cette 
dispersion. 
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